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し得たとともに、外生変数として与えられて





































































割合は、2018 年の 55%から 2050 年には 68%
に伸びることが予測されているが（『日本経済
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確率 ( )P X x が、指数分布にしたがうこと
を仮定する。 
 このとき、各個人が任意の時点 x において
生存している確率密度関数 )( xf は、 
(2-1)
pxpexf )(  
と表され、各個人の単位期間当たり死亡確率
は p となる（奈良[2019]補題 2-1）。また、当該
期の人口に対する出生者数の割合である出生
率をbとおくと、時点tにおける総人口 )(tN
は、時点 0 における総人口 (0)N 、n b p  のも
と、次のように表される（奈良[2019]補題 2-2）。 
(2-2) nteNtN )0()(  . 
上記の )(tN は、時点sに生まれた世代の時




( )( , ) ( , ) ( )
t t
p t sN s t ds N s s e ds N t 
 
   . 
(2-2)及び(2-3)の両辺を時間tで微分すると、 






点tにおいて、 ( )a t の資産を保有する各家計
が生命保険会社から受け取る配当は、 ( )pa t で
ある（奈良[2019]定理 2-5）。 
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Q s t k s t









( ) 1 1
0
ˆ( , ) ( , , ) , 1
M t









*( , ) ( ) ( , )k s t G t k s t . 
(2-5)のうち ( , )Q s t は、各家計が時点tにお
いて消費する多様財の合成された水準であり、
*( , )k s t は、効率単位で測った住宅地が生み出
す 1 家計当たり住宅サービスの消費を表す。 
また、(2-6a)における ˆ( , , )q j s t は、時点tに
おいて各家計が消費する j番目の多様財の消
費水準であり、(2-6b)における ( , )k s t は、物理
単位で測った住宅地が生み出す住宅サービス
を意味する。   
ここに、 ( )G t は、時点tにおいて利用可能な





b.効用最大化第 1 段階 
 各時点tにおいてs期生まれの各家計は、支
出総額 ( , )e s t の制約のもと、(2-5)の効用を最
大にするよう、 ( , )Q s t 及び *( , )k s t を決定す
る。ゆえに、時点tにおける効用最大化問題は、







( ), ( )
*
( , ) ( , )
max ( ( , ), ( , )) ,
(1 )
. . ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ).
Q t k t
k
Q s t k s t
U Q s t k s t












( ) ( , ) ( , ) ( , , )
M t
P t Q s t j t q j s t dj  . 
 効用最大化の1階条件は次のとおりである。 
(2-8a) ( ) ( , ) ( , )P t Q s t e s t ,  
(2-8b) *( ) ( , ) (1 ) ( , )kp t k s t e s t  . 
c.効用最大化第 2 段階と価格指数 
 次なる段階において、各家計は、(2-7)の制約
のもと、また、 ( , )j t を所与として、 (2-6a)
を最大化するよう、 j 番目の多様財の水準
ˆ ( , , )q j s t を選択する。つまり、効用最大化問
題は、次の(P2)のように表すことができる。 
(p2)
( ) 1 1
( , , )
0
ˆmax ( , , ) ,
M t
q j s t










ˆ. . ( , ) ( , , ) ( , ).
M t





1ˆ( , , ) ( , ) ( ) ( , )q j s t j t P t e s t    ) 
ただし、 [0, ( )]j M t である。 
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 上記(2-9)の両辺に ( , )j t を乗じ、区間






( ) ( , )
M t












( ( ), ( ), ( , ))
( ) ( )k k
e s t
V P t p t e s t
P t p t 
  . 
上記(2-11)の対数を取ると、以下が得られる。 
(2-11’)
log ( ( ), ( ), ( , ))
log ( , ) log ( )
(1 ) log ( ).
k
k
V P t p t e s t










消費支出の水準 ( , )e s t につき、同世代が任意
の t 時点に直面する生涯効用関数 ( ( , ))U e s t
は、各人の死亡確率が p であることを考慮す
ると、世代間の割引率 0  のもと、次のよう
に表される（奈良[2019]定理 2-6）。 
(2-12)
( )( )( ( , )) log ( , ) .p v t
t
U e s t e s v e dv

     
 s期生まれの家計が t 時点に所有する非人
的資産を ( , )a s t  ,稼得する労働所得を ( , )w s t





(1 )[ ( ) ] ( , )
(1 ) ( , ) ( , )
da s t
r t p a s t
dt













[(1 ) ( ) ] ( , )
de s t
r t p e s t
dt
      , 
(2-15)




a s v r p d  

 








( , ) (1 ) ( , )




h s t w s v














( , )exp (1 ) [ ( ) ]
( , ) ( , ).
v
t t
e s v r p d dv
a s t h s t
  
  





 また、以下が成立する（奈良[2019]補題 2-8）。 
(2-18)




e s v r p d  

 






( , ) ( )[ ( , ) ( , )]e s t p a s t h s t   . 
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（２）集計と微分方程式 
 s期生まれの家計が t 期に所有する非人的
資産 ( , )a s t 、人的資産 ( , )h s t 及び消費支出の
水準 ( , )e s t を、それぞれ、時点tに生存する全
ての世代について集計した値を ( )A t , ( )H t 及
び ( )E t とおくと、 
(2-20)
( )
( ) ( , ) ( , )




A t a s t N s t ds











( ) ( , ) ( , )




H t h s t N s t ds











( ) ( , ) ( , )




E t e s t N s t ds















( ) ( ) (1 ) ( )




H t N t w v
















 ( ) (1 )[ ( ) ] ( )
(1 ) ( ) ( ).
H t n r t p H t
w t N t














A t N t t a t t pA t
da s t











（ ( , ) 0a t t  ）等を考慮し、次の微分方程式
(2-27)がしたがう。 
(2-27)
 ( ) (1 )[ ( ) ] ( )
(1 ) ( ) ( ) ( ).
A t p r t p A t
w t N t E t









 ( ) (1 )[ ( ) ] ( ) ( )
( ) ( ).
E t n r t p p E t
b p A t
 








( )M t 種類の多様財を組み合わせ、時点tにお
いて ( )G t の社会資本ストックを生産する。 
 はじめに、時点tにおける税収 ( )T t は、以下
のように表される。 
(2-29) ( ) [ ( ) ( ) ( ( ) ) ( )]T t w t N t r t p A t     
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(2-30)
( ) 1 11
1
0
ˆ( ) ( , ) ( )
M t




































ˆ. . ( , ) ( , ) ( ).
M t
Gs t j t q j t dj T t 
 
政府は、限られた税収 ( )T t のもと、公共財の生




1ˆ ( , ) ( , ) ( ) ( )Gq j t j t P t T t
    . 


















1( , ) ( , ) ( )
( ) [ ( ) ( ) ( ( ) ) ( )] .
q j t j t P t











った土地 1 単位の地代を ( )t とすると、 
(2-33)
( ( , )) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) .q j t j t q j t w t q j t t f    
ただし、 [0, ( )]j M t . 
このとき、利潤最大化の 1 階条件により、 
(2-34)
1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ).
1
j t w t t w t t
   
 







1( ) ( ) ( )P t M t t . 
また、(2-32)より、 
(2-36)
( ) [ ( ) ( ) ( ( ) ) ( )]
( , ) ( ).
( ) ( )
E t w t N t r t p A t
q j t q t
M t p t
   
   
さらに、(2-34),(2-36)を(2-33)に代入すると、 
1
( ( )) ( ) ( ) ( )q t p t q t t f





( ) [ ( ) ( ) ( ( ) ) ( )]
( )
( )










（ ( ) 1t  ）。 
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また、多様財の種類数（企業数） ( )M t も
内生変数であるが、今後の展開を想定し、新た










  , 
(2-35’)
1 1
1 1( ) ( ) ( )P t m t N t   , 
(2-36’)
( )
( ) [( 1) ( ) ( ( ) ) ( )]
( ) ( )
q t
E t N t r t p A t
m t N t
   






( ) [( 1) ( ) ( ( ) ) ( )]
.
( ) ( )
t
E t N t r t p A t
fm t N t

   






生産することを仮定し、 ( )bY t をサービスの水
準、 ()bN t を土地利用転換サービスの生産に投
入する労働力とおくと、 
(2-38) ( ) ( )b bY t BN t  
と表されるとともに、土地利用転換サービス
の価格を ( )bp t 、土地利用転換部門の労働賃金
率を ( )bw t とおくと、同部門の利潤は、 
( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )
( ( ) ( )) ( ).
b b b b b b
b b b
N t p t Y t w t N t
Bp t w t N t
  










率単位）当たり  単位の利用転換サービス 
ただし、②につき、  を仮定する。 
( )K t を物理単位ではかった住宅用地の
水準、 *( )K t を効率単位で測ったそれとおくと、
各期における死亡率が p であることから、 
(2-40)
*( ) [ ( ) ( ) ( )]bY t p K t fm t N t   , 
(2-41)




( ) ( , ) ( , )




K t k s t N s t ds











*( ) [ ( ) ( ) ( )]
[ ( ) ( ) ( ) ( )].
b
p
N t K t fm t N t
B
p












から、多様財部門に雇用される労働力を ( )mN t
とおくと、1 単位の各多様財の生産に 1 単位の
労働力を用いること及び多様財企業の数が
( )N t であること、さらに(2-36’)より、 
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(2-43)
( ) ( ) ( ) ( )
( ) [( 1) ( ) ( ( ) ) ( )]
.
mN t m t N t q t
E t N t r t p A t   








( ) [( 1) ( ) ( ( ) ) ( )]
[ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ).
E t N t r t p A t
p
G t K t fm t N t N t
B
   

 





















*( )L t 、また、遊休地の物理単




* * *( ) ( ) ( ) ( ) ( )vK t fM t L t L t G t L     ,









( ) ( ),
( ) ( ),
( ) ( ).
m
v v
L t pfN t
K t pK t






















れぞれ ˆ ( )Lq t  , ( )Lq t とおくと、資産市場の需給
均衡式は、 
(2-48)
















ˆ ( ) exp ( )





q t r d
v G v p p v G v dv
 
 






上記における ( ) ( )bp p v G v は、多様財企業用
地を購入した家計が、死亡時を想定し、各期に
支払う土地利用転換費用であり、用地 1 単位
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ˆ ( ) exp ( )





q t r d
p v G v p p v G v dv
 


























(2-51) ( ) ( )bt p p t  , 




















資産 ( )A t  ,総消費支出 ( )E t  ,社会資本ストック
( )G t が、総人口 ( )N t と同一の率で成長する
ことである。すなわち、1 人当たりの資産、消
費支出、社会資本ストックが時間を通じ、一定
となる。このとき、物理単位で測った地価 ˆ ( )Lq t
も人口 ( )N t と同一の率で上昇し、効率単位
で測った地価 ( )Lq t は時間を通じ、一定となる。 
かかる定常的成長均衡を想定し、以下のよ
うに変数を置き換える。 
( ) ( ) / ( )a t A t N t  , ( ) ( ) / ( )e t E t N t  ,
( ) ( ) / ( )g t G t N t . 
 このとき、(2-48)より、 


























( ) [( 1) ( ( ) ) ( )]
( 1)
( ).




   
  




 さらに、(2-44)の両辺を ( )N t で除すると、 
(3-4)
( ) [( 1) ( ( ) ) ( )]
[ ( ) ( ) ( )] .
e t r t p a t
p
g t K t fm t
B
   
   



















35’),及び ( , ) ( ) 1p j t p t  を適用し、 
(3-6)
[( 1) ( ( ) ) ( )]
ˆ ( )
( )G
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また、(3-6)を(2-30)に適用し、以下が得られ
る（以上、付録 1 参照）。 
(3-7)
( ) ( 1) ( ( ) ) ( )
( ) ( )
G t r t p a t







次に、(2-27)の両辺を ( )A t で除すると、 
(3-8)




( ) ( )
A t
r t p p
A t
e t









  さらに、(2-28)の両辺を ( )E t で除すると、 
(3-9)


















*( ) ( ) (1 ) ( )
( )




p t K t E t
e t








財の種類数の対人口比 ( )m t を、以下のような
( )e t の式として表すことができる。 
(3-10)
( 1) ( )
1
(1 ) ( ) .










のような、3 状態変数 ( ), ( ), ( )Lg t e t q t の式と
して、次のように表すことができる（付録 2）。 
(3-3’)
ˆ( ( ), ( ), ( ))
1 1 1
(1 ) ( ) .
( ) ( )
L
L
r g t e t q t
e t
q t g t L

 
    
 
 







( ) ( )
g t
w e t n







 ( ) ˆ(1 ) ( ( ), ( ), ( )) ( )
( )






r g t e t q t p
e t































( ), ( ), ( )Lg t e t q t を乗じることにより、 
(3-11’)




ˆ( ) (1 ) ( ( ), ( ), ( )) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ( ), ( ), ( )),
L
L L
e t r g t e t q t p e t
b p q t g t L F g t e t q t
 








ˆ( ) [ ( ( ), ( ), ( )) ]
1




q t r g t e t q t p
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(3-14’)(1 ) Lw e bq gL    . 
 次に、(3-11’)において ( ) 0g t  とおくと、 
(3-15)
1
( )g w e
n
  . 
 さらに、(3-12’)に(3-14)を適用し、 ( ) 0e t  と
おくと、 
(3-16)[(1 ) ( )] ( ) Lb p e b p q gL        








         . 













( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )L L L
g t F F F a t g
e t F F F e t e
q t F F F q t q
     
           






11 12 13, ,F F F はそれぞれ、(3-11’)を ( ), ( ),g t e t  
( )Lq t によって偏微分し、( , , )Lg e q で評価し
た値である。具体的に、 
(3-19) 11 12 130, 1, 0F n F F      . 
 また、(3-18)右辺の行列の第 2 行目の要素、
21 22 23, ,F F F はそれぞれ、(3-12’)を ( ), ( ),g t e t  
( )Lq t によって偏微分し、( , , )Lg e q で評価し
た値である。具体的に、 
(3-20)
21 (1 ) ( ) 0L
e




      
 
, 







       
23 (1 ) ( ) 0.
L
e








31 32 33, ,F F F はそれぞれ、(3-13’)を ( ), ( ),g t e t  
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F F F F
F F F
 






3 2 ( , , )
det 0.






り、det F は行列F の行列式である。また、 
11 22 22 33 33 11
12 21 23 32 13 31
( , , )
.
Lg e q F F F F F F
F F F F F F













       , 
(3-24)
1




    . 
（証明） 
 はじめに、 
11 22 33trF F F F    
であるが、(3-19),(3-20),(3-21)をこれに適用する
と、ただちに、(3-23)が得られる。 
 次に、行列F の第 1 行について余因子展開
することによりdet F を求めると、(3-19)より、 
22 33 23 32
21 33 23 31
det ( )
( ).
F n F F F F
F F F F
  






補題 3-2 固有方程式(3-22)より求められる 0
でない異なる固有根を 1 2 3, ,   とおくと、
そのうち 1 根が正、2 根が負の実数（あるいは
実部が負の互いに共役な複素数）である。 
（証明）補題 3-1 の(3-24)により、 1 2 3, ,  
のすべてが正の実数（あるいは 1 根が正の実
数、他の 2 根につき、実部が負の互いに共役な
複素数）または 1 根が正、他の 2 根が負の実
数（あるいは実部が負の互いに共役な複素数）
の 2 通りのケースが考えられる。 
 しかるに、補題 3-1 の(3-23)により前者の可
能性が排除されることから、補題がしたがう。 
（証明了） 
ここで、(3-22)の 3 根 1 2 3, ,   につき、3
つの異なる実固有根であると仮定する。そし
て、それぞれに対応する固有ベクトルを















     
  
 
 ところで、3 つの変数 ( ), ( ), ( )Lg t e t q t のう
ち、定義上、先決変数は ( )g t のみである。 
つまり、 ( ), ( ), ( )Lg t e t q t の初期値を、それ
ぞれ、 (0), (0), (0)Lg e q とおくと、歴史的に値
が定まっているのは、 (0)g のみである。 
 ゆえに、定常的成長均衡解の動学的安定性
の観点から、そこに至る解経路が一意に定ま
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定理 3-3 定常的成長均衡解( , , )Lg e q で線形
近似された微分方程式体系 (3-18) は、
( , , )Lg e q に収束する解経路が無数に存在し、
動学的な意味での不決定性（Indeterminacy）が
生じる。 
（証明） 1 2 3, ,   が異なる実固有根である
場合に限定し、証明する。 
はじめに、 1 2 3    を仮定すると 













g t g v v
e t e C e v C e v
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            
          
 
が成立する。この(3-25’)に 0t  を適用するこ
とにより、 
(3-26a) 1 11 2 21(0)g g Cv C v   , 
(3-26b) 1 12 2 22(0)e e Cv C v   , 




及び 1 2,  それぞれの固有ベクトルの第 1
要素 11 21,v v に対し、(3-26a)を満たす 1 2,C C
の組み合わせは無数に存在するが、これら
1 2,C C を、(3-26b)及び(3-26c)に、それぞれ適








（１）増税が ,g eに及ぼす影響 
 この件につき、はじめに、(3-14’),(3-16)より
Lq gLが含まれる右辺の項を消去し、 






















d n d 
   . 
以上により、増税が 1 人当たり社会資本g
及び 1 人当たり消費支出eに及ぼす影響につ
き、次の定理 4-1 としてまとめることができる。 
 
定理 4-1 増税（所得税率 の上昇）により、
定常的成長均衡における 1 人当たり社会資本
g が増大し、1 人当たり消費支出eが減少する。
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定理 4-2 増税（所得税率 の上昇）により、
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以下の定理 4-3 を与える。 
定理 4-3 増税（所得税率 の上昇）により、
定常的成長均衡における有効利用されている
土地の水準が下落する。 




















   
が得られ、増税により、土地の有効利用度が低
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総人口 ( )N t を除き、家計の意思決定により、
影響を受ける箇所のみ抽出すると、 
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(4-6) log ( , ) log log .
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*  で最大化される。 
(4-11) *










（証明）(4-10)の /de d にかかる分数におけ
る分子の式に(4-1’)を適用することにより、 
( 1)[ (1 ) ] (1 )
( )
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* log ( , ) 0







が導かれ、定理がしたがう。     
（証明了） 











上記のうち、 0.011p  としたのは、「令和
元年人口動態統計」（厚生労働省）によれば、
2019 年の年間死亡者数（約 138 万人）が同年
10 月 1 日時点における推計人口（約 1 億 2373
万人）の 1.1%程度であることによる。 
また、 0.060  としたのは、「家計調査年






* 0.384  となる。 
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付録 
付録 1. (3-6),(3-7)の導出過程 
 はじめに、 ( , ) 1p j t  及び(2-35’)を(2-31)に
適用すると、 
(a-1)





( ) ( )
[( 1) ( ( ) ) ( )]
( ) .
G t T t









上記(a-2)の両辺を ( )N t で除することにより、
(3-7)が得られる。 
 
付録 2. (3-3’)の導出過程 
 はじめに、(3-3)より、 
( ( ) ) ( )
( 1)





( ) ( ) .
r t p a t
f p





m t e t
B

     
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[( 1) (1 ) ( )] 1
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1 1 1
















      
 
    
 
 
が得られるが、(3-1)により、 ( )a t を置き換え
ると、(3-3’)が導出される。 
 
付録 3. (3-24)の導出過程（det F の計算） 
 はじめに、 
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